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1. Clasificacion del Proyecto

Se presenta el proyecto: ANALISIS, SIMULACION Y OPTIMIZACION DE UN SIS-
TEMA USANDO TEORIA DE COLAS: COLECTURIA, UNIDAD FINANCIERA, UNI-
VERSIDAD GERARDO BARRIOS, SAN MIGUFEL, el cual tiene la siguiente naturaleza:

En primer lugar, se concibe como un proyecto de Investigacion Aplicada, de indole
observacional y transversal, que pretende brindar un analisis del comportamiento de un
sistema en especifico y brindar recomendaciones para su mejoria.

Por otra parte, es un proyecto de servicios, ya que pretende prestar servicios de caracter
personal y técnico, mediante el ejercicio profesional individual.

A su vez, es un proyecto de tamano pequenio, que se desarrolla de forma local en la
Universidad Gerardo Barrios, sede San Miguel, con una ejecucion de indole privada del
mismo, el cual se ejecuta con fondos institucionales.




2. Resumen

Se realiza la evaluacion del sistema de Colecturia de la Universidad Gerardo Barrios,
sede San Miguel. Se desarrolla el proyecto en tres fases:

1. Analisis del sistema de colecturia en la UGB: Se utiliza Teoria de Colas para
evaluar el sistema de colecturia. Se define el modelo matematico a seguir, luego se rea-
lizan procesos estadisticos para calcular la probabilidad de que el sistema esté ocioso
o vacio, el nimero esperado en la fila y en el sistema, asi como también los tiempos
de espera en el mismo.

2. Simulacién del sistema: Se utilizan programas especializados en simulacién para
observar y modelar el comportamiento del sistema.

3. Optimizacion del sistema: Se simulan variantes en el sistema, de las cuales se
pretende optimizar el tiempo de espera en el proceso de colecturia y optimizar los
costos.
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3. Introduccion

La investigacion que se desarrolla en este documento, se refiere a la aplicacién de teoria
de colas (o filas) de espera, en un caso real, como lo es el sistema de Colecturia de la Uni-
versidad Gerardo Barrios. Pero, mas alla del anélisis matematico del sistema, se pretende
realizar simulaciones del comportamiento del mismo a través de software especializado
para ello. Una vez hecho el analisis y las simulaciones necesarias, es importante brindar
recomendaciones de mejora y optimizacién en el caso que fuese necesario.

El sistema de Colecturia de la UGB tiene caracteristicas especiales, ya que brinda ser-
vicios a la comunidad estudiantil en términos de pagos de aranceles y colegiaturas, pero
también brinda servicios de pago de viaticos y canje de cheques a empleados y personas
que brindan diferentes tipos de servicios.

La diferencia mas marcada, es que existen fechas en especifico en que generalmente el
sistema se satura, por ejemplo al principio de cada ciclo cuando los estudiantes inscriben
materias. Es decir, que en esos lapsos de tiempo el sistema se satura y sobrepasa el limite
de atencién de los servicios. Mientras que fuera de esas fechas el sistema pasa libre en
cierto porcentaje.

Para analizar de forma adecuada el sistema, es necesario comprender como se compor-
tan algunas variables de interés, como por ejemplo la distribucién de llegada de los clientes,
los tiempos de servicio de los cajeros, etc. Cada una de estas variables se mencionan en
la parte de analisis del sistema y se cuantifican con el propdsito de proponer un modelo
matematico, el cual pretende mediante las herramientas analiticas, lo mas fiel a la realidad
posible.

La investigacién se realiza con el interés de conocer de forma analitica y metodica el
funcionamiento del sistema, reconociendo sus puntos favorables, sin el animo de criticar
los métodos de atencién a los clientes, sino, con el espiritu de fortalecer el proceso me-
diante una evaluaciéon objetiva, brindando recomendaciones desde el punto de vista de la
matematica.

En el marco de la metodologia usada para la investigacion, se desgloza en tres fases
necesarias para cada uno de los momentos de la investigacién.

En primer lugar, se usaran herramientas estocasticas, relacionadas a la estadistica para
la captura de datos, combinadas con teoria de colas para producir un modelo que sirva
como base para el andlisis y descripcion del mismo, se deja en claro que el principal in-
terés es observar el sistema en fechas pico, donde la acumulacion de clientes es mas grande.

En segundo lugar se plantea el uso de programas para la simulaciéon de procesos, el
cual ayudara a evaluar de forma indirecta multiples resultados y soluciones.




Por ultimo se pretenden analizar los resultados y seleccionar las soluciones éptimas
para la mejoria del sistema.




4. Justificacion

En toda institucion de servicios, aparecen procesos en los cuales se tienen que hacer
filas o colas de espera, la Universidad Gerardo Barrios, no es la excepcién. La colecturia
de la Universidad, brinda servicios para el pago de aranceles, cuotas mensuales, matricu-
las, seguro, entrega de cheques, etc. Todos estos procesos, especialmente al inicio de ciclo,
generan una saturacion del sistema. Si bien es cierto, existe el pago de aranceles universi-
tarios en los bancos externos o mediante procesos en linea, siempre hay bastante afluencia
de estudiantes y el sistema se satura, como resultado de esto, los usuarios pasan horas
haciendo fila, lo cual trae malestar e inconformidad en los estudiantes.

Por estos motivos, es necesario analizar el sistema y obtener una mediciéon formal del
proceso que se lleva en colecturia, asi mismo, realizar una simulacién para apreciar de
forma mas integral el fenémeno de las lineas de espera, con el objeto de brindar opciones
y recomendaciones para mejorar el proceso y optimizar el sistema.

El proceso de analisis debe ir bien fundamentado, por lo cual se proponen métodos
matematicos, como la estadistica inferencial y la teoria de colas, con el fin de construir un
modelo que se apegue de la mejor forma a las caracteristicas del sistema.

En cuanto a la simulacién, se pretende mostrar las caracteristicas y resultados del
modelo simulado a través del Software Promodel Student, en donde se podra apreciar de
mejor manera el comportamiento del sistema objeto de estudio.

La optimizacion se hara tomando en cuenta varios factores, entre ellos, los costos en
que incurre la Universidad al contratar mas servidores, asi como también la minimizacién
de los tiempos de espera en la fila de espera al hacer un proceso en colecturia.

Todo esto, con el objeto de mejorar el servicio al punto de equilibrio y percibir una
satisfaccion por parte de las personas que hacen uso del sistema para diferentes procesos.
A largo plazo, se beneficia a la comunidad Universitaria en general, ya que los estudiantes
pueden hacer sus pagos de forma mas eficiente, los docentes y personal administrativo
pueden cobrar sus cheques de forma més inmediata y la instituciéon brinda una mejor
atencién reduciendo sus costos.

Ademas, ésta investigacion servird como precedente, para futuros proyectos donde se
necesite optimizar un servicio de éste tipo, se puede tomar el desarrollo que aqui se hace
y aplicarse de forma analoga en cualquier otro sistema que involucre la formacién de filas
de espera para hacer algin determinado tramite o proceso.




5.

5.1.

5.2.

Objetivos

General

Analizar, simular y optimizar el sistema de colecturia de la Universidad Gerardo
Barrios, sede San Miguel para brindar recomendaciones de mejora en sus procesos.

Especificos

Proponer un modelo para el estudio del sistema de colecturia en la UGB.
Utilizar la teoria de colas para analizar el sistema de colecturia en la UGB.

Simular los procesos que se llevan a cabo en colecturia mediante algin software
computacional.

Optimizar el sistema de colecturia haciendo uso de la teoria de colas y simulaciones.

Brindar recomendaciones para mejorar los tiempos de espera y reducir los costos.
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6. Metodologia de Trabajo

El proyecto de investigacion contempla tres fases:
1. Andlisis.

2. Simulacién.

3. Optimizacion.

A continuacion, se detalla la metodologia a seguir para cada una de las fases del pro-
yecto.

Se recomienda la lectura de [4].

6.1. Fase de Analisis

La fase de Analisis es la mas importante, ya que constituye la base del proyecto de
investigacion, donde se realiza la identificacién de factores o variables criticas o claves del
sistema, las necesidades, demandas y se hace la recopilaciéon de datos para las diversas
mediciones formales.

Esta fase, a su vez, se desarrolla en las siguientes partes:

1. Diagnéstico del sistema.
2. Recopilacion de Datos.

3. Construccién y Definicién del Modelo.

6.1.1. Diagnéstico.

Para desarrollar el diagnostico del sistema, se llevara a cabo una reunion técnica con el
Jefe de la Unidad Financiera de la Universidad Gerardo Barrios, sede San Miguel, donde
se pretende recolectar informacién de vital importancia, como por ejemplo, la poblacion a
la que se atiende, la disposicién en que estan organizadas las filas de espera, la cantidad
de servidores que se utilizan, el software que se usa para la generacion de facturas, y otro
tipo de variables y condiciones que son de interés para la construccion del modelo.

Corresponde a la fase de diagnéstico, considerar el maximo de variables que intervie-
nen en funcién del contexto global del sistema. De ésta forma, la finalidad de hacer un
diagnostico del sistema, es descubrir las caracteristicas fundamentales de la realidad con
respecto a los procesos que se llevan a cabo en la Unidad de Colecturia.
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6.1.2. Analisis Estadistico

Después de la fase de diagnédstico, se llevara a cabo la recopilacion de datos.

Con la informacién obtenida, utilizando métodos estadisticos, se definird el universo
de estudio, la poblacion de estudio, la muestra que se va utilizar y el método de muestreo.
Luego se procederd a recopilar los datos del sistema a través de un instrumento elaborado
por el investigador, para posteriormente verificar el cumplimiento de condiciones del mo-
delo y la asignacion de valores a las diferentes variables a considerar en el sistema.

Para analizar el desempeno del sistema, se usard como apoyo el software TORA.

6.1.3. Definiciéon y Analisis del Modelo.

Para éste apartado, se usara la Teoria de Colas como base. Por lo tanto, se vuelve ne-
cesario desarrollar ésta teoria, para luego elegir el modelo que mejor se apegue al sistema
objeto de nuestra investigacion, utilizando los datos obtenidos en el apartado anterior.

Luego de construir el modelo a usar, se verificard el cumplimiento de las condiciones
del modelo y se definiran las variables de interés en el andlisis. Se hardn las mediciones
y calculos necesarios, con el objeto de brindar una descripcién y un analisis formal del
estado actual del sistema.

6.2. Fase de Simulacion

Una vez construido el modelo para el sistema, se desarrollara una simulacion del mismo,
haciendo uso del software Promodel Student. La simulacién, permitira adquirir experiencia
de manera rapida sin ningin costo y sin poner en riesgo la productividad del sistema.
Podemos modificar variables, implementar alternativas y hacer modificaciones al sistema
sin afectar al sistema real, lo cual es de gran utilidad en la toma de decisiones y elaboracién
de resultados y recomendaciones.

6.3. Fase de Optimizacion

Para mejorar el desempeno de un sistema, se debe hablar de optimizacién, esto se
puede lograr buscando un equilibrio entre la tasa de llegada y la tasa de servicio, pero
se necesita conocer el modelo a fondo para aportar una soluciéon viable al problema del
tiempo de espera.

Esta fase se llevara a cabo usando herramientas matematicas de andlisis y métodos de
optimizacién, investigacion de operaciones y técnicas estadisticas.
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7. Desarrollo del Analisis

7.1. Teoria de Colas

Un sistema de colas se puede describir como sigue. Un conjunto de clientes llega a
un sistema buscando un servicio, esperan si este no es inmediato, y abandonan el sistema
una vez han sido atendidos. En algunos casos se puede admitir que los clientes abandonan
el sistema si se cansan de esperar. El término “cliente” se usa con un sentido general y
no implica que sea un ser humano, puede significar piezas esperando su turno para ser
procesadas o una lista de trabajo esperando para imprimir en una impresora en red.

SISTEMA

- 2

Poblacién Llegada Servidor

Figura 1: Sistema de Cola Basico

Aunque la gran parte de los sistemas se puedan representar como en la figura 1, debe
quedar claro que una representacién detallada exige definir un niimero elevado de parame-
tros y funciones.

La teoria de colas fue originariamente un trabajo practico. La primera aplicacion de
la que se tiene noticia es del matematico danés Erlang sobre conversaciones telefénicas
en 1909, para el calculo de tamano de centralitas. Después se convirtié en un concepto
tedrico que consiguié un gran desarrollo, y desde hace unos anos se vuelve a hablar de
un concepto aplicado aunque exige un importante trabajo de analisis para convertir las
férmulas en realidades, o viceversa. Se recomienda la lectura de [2, 3].

7.1.1. Caracteristicas de un Sistema de Colas

Las caracteristicas basicas que se deben utilizar para describir adecuadamente un sis-
tema de colas son 6, las cuales se describen a continuacién:

1. Patrém de llegada de los clientes.
2. Patron de servicio de los servidores.
3. Cantidad de servidores en paralelo (1,2,3,...).

4. Disciplina de cola.
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5. Cantidad méxima (finita o infinita) admisible en el sistema (en la cola mas en ser-
vicio).

6. Tamartio de la fuente (finito o infinito).

Patron de llegada de los clientes:

En situaciones de cola habituales, la llegada es estocéstica, es decir la llegada depende
de una cierta wvariable aleatoria, en este caso es necesario conocer la distribucion proba-
bilistica entre dos llegadas de cliente sucesivas. Ademas habria que tener en cuenta si los
clientes llegan independiente o simultdneamente. En este segundo caso (es decir, si llegan
lotes) habria que definir la distribucién probabilistica de éstos.

También es posible que los clientes sean “impacientes”. Es decir, que lleguen a la cola y
si es demasiado larga se vayan, o que tras esperar mucho rato en la cola decidan abandonar.

Por tltimo es posible que el patrén de llegada varie con el tiempo. Si se mantiene cons-
tante le llamamos estacionario, si por ejemplo varia con las horas del dia es no-estacionario.

Patrén de servicio de los servidores:

Los servidores pueden tener un tiempo de servicio variable, en cuyo caso hay que aso-
ciarle, para definirlo, una funcién de probabilidad. También pueden atender en lotes o de
modo individual.

El tiempo de servicio también puede variar con el nimero de clientes en la cola, traba-
jando mas rapido o mas lento, y en este caso se llama patrones de servicio dependientes.
Al igual que el patrén de llegadas el patrén de servicio puede ser no-estacionario, variando
con el tiempo transcurrido.

Cantidad de servidores en paralelo:

Dentro del sistema, no necesariamente la fila es tnica, es posible que se atiendan de
manera simultanea a varios clientes, esto sucede en sistemas con miltiples servidores en
paralelo. Estos son los casos mas usuales dentro de los servicios en las areas financieras.

En la figura 1 se dibujé un sistema mono-canal, en la figura 2 se presenta dos variantes
de sistema multicanal. El primero tiene una séla cola de espera, mientras que el segundo
tiene una sola cola para cada canal o servidor.

Disciplina de cola:

La disciplina de cola es la manera en que los clientes se ordenan en el momento de
ser servidos de entre los de la cola. Cuando se piensa en colas se admite que la disciplina
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Figura 2: Sistemas de colas multi-canal

de cola normal es FIFO (atender primero a quien lleg6 primero). Sin embargo en muchas
colas es habitual el uso de la disciplina LIFO (atender primero al dltimo).

También es posible encontrar reglas de secuencia con prioridades, como por ejemplo
secuenciar primero las tareas con menor duracion o segtin tipos de clientes.

Cantidad maxima del sistema:

En algunos sistemas existe una limitacién respecto al niimero de clientes que pueden
esperar en la cola. A estos casos se les denomina situaciones de cola finitas. Esta limitacién
puede ser considerada como una simplificacién en la modelizaciéon de la impaciencia de los
clientes.

Tamano de la fuente:
Es de donde provienen los clientes. Puede ser finita o infinita.

Las anteriores caracteristicas bastan, de modo general, para describir cualquier pro-
ceso. Evidentemente se puede encontrar una gran cantidad de problemas distintos y, por
tanto, antes de comenzar cualquier analisis matematico se deberia describir adecuadamen-
te el proceso atendiendo a las anteriores caracteristicas.

Una eleccién equivocada del modelo lleva a unos resultados erréneos, y en muchos
casos no analizar adecuadamente nos puede llevar a pensar que el sistema no es posible
de modelar.

7.1.2. Notacién Basica

Las notaciones normales o estandar para representar los patrones de llegadas y de
salidas (variables 1y 2) son:
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» M = Distribucién de Markov (o de Poisson) de las llegadas o de las salidas (o lo que
es igual, distribucién exponencial del tiempo entre llegadas o tiempo de servicio).

» D = Tiempo constante (deterministico).

E}, = Distribucién de Erlang o gamma del tiempo (o bien, la suma de distribuciones
exponenciales independientes).

GI = Distribucién general del tiempo entre llegadas.

G = Distribucion general del tiempo de servicio.

La cantidad de servidores (variable 3), generalmente se representa con el simbolo ¢,
donde ¢ puede asumir valores entre 1 e infinito.

Entre la notacién de disciplinas de cola (variable 4) estan:

= PLPS = Primero en llegar, primero en ser servido.
» ULPS = Ultimo en llegar, primero en ser servido.
= SEOA = Servicio en orden aleatorio.

» DG = Disciplina en general (es decir, cualquier tipo de disciplina).
Para las variables 5 y 6 se definen valores numéricos, finitos o infinitos.

La notaciéon que se asumira para describir las caracteristicas de un sistema de colas de
manera general, serd la Notacion Kendall, la cual tiene la siguiente estructura:

Distribucién de llegadas/Distribucién de Tiempos de Servicio/Numero de Servidores

Por ejemplo, para denotar un sistema con tiempo de llegada de los clientes determinis-
ta, una distribucién general para los tiempos de llegada y 5 servidores, la notacién Kendall
en este caso serfa: D/G/5. Por otra parte, un sistema de colas denotado por M/M/1 re-
presenta un sistema con patrén de llegada de los clientes con distribucién Markoviana (con
distribucién de Poisson), una distribucién también Markoviana en los tiempos de servicio
(con distribucién exponencial) y con un servidor en el sistema.

7.1.3. Medidas de Desempeno

Dentro de un sistema de colas, es necesario hacer ciertas mediciones, las cuales sirven
para determinar no sélo el comportamiento, sino también el desempeno del sistema, éstas
medidas de interés se definen a continuacién:
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s n = Numero de clientes en el sistema en un determinado momento.

= )\, = Frecuencia de llegadas por unidad de tiempo cuando hay n clientes en el
sistema.

= 11, = Frecuencia de salida cuando hay n clientes en el sistema.
= p, = Probabilidad de estado estable de que haya n clientes en el sistema.

= ¢ = Numero de servidores en paralelo.

" p= m Congestién de un sistema con parametros: A, ¢, f.
1 .

"= Tiempo entre llegadas.
1 : -

= — = Tiempo entre servicios.
i

» [, = Cantidad esperada de clientes en el sistema.

» W, = Tiempo promedio que se mantiene un cliente en el sistema.
» L, = Cantidad esperada de clientes en la cola.

» W, = Tiempo promedio que se mantiene un cliente en la cola.

= ¢ = Cantidad esperada de servidores ocupados.

Observe que, para las medidas que se plantean, los datos relacionados a A, y p, se pue-
den obtener de manera directa del sistema. Pero, determinar una funcién de probabilidad
Pn que nos brinde un aproximado de los clientes en el sistema requiere trabajo matematico
especializado.

En primer lugar, se puede obtener modelo general de cola donde se combinan llegadas
y salidas, basandose en las hipotesis de Poisson: los tiempos entre llegadas y de servicio
tienen una distribucion exponencial. El modelo general es la base para deducir modelos
de Poisson especializados y especificos.

El modelo generalizado define a p,, como funciéon de A, y p,, donde se asume que el
sistema alcanza un estado estable a largo plazo, donde el nimero de llegadas es igual al
numero de salidas. Con esas premisas, se construye una funcién de probabilidad y después
se usan esas probabilidades para determinar las medidas de funcionamiento del sistema,
como la longitud promedio de la cola, el tiempo promedio de espera y la utilizacion pro-
medio de la instalacion.
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A continuacién se brinda el procedimiento para la obtencién de la funcién de probabi-
lidad general p,.

En primer lugar, supongamos que se tiene un sistema discreto con infinitos estados,
cuya frecuencia de llegada a cada estado es \; y su respectiva frecuencia de salida es p;,
cont=0,1,2,3,...

Se puede observar el diagrama de transiciones para este modelo en la figura 3.

_/"_'\_/"_'\ d ”\_o (\f

/ﬂ\ II/I\I \ o dn—1) | I
SN

\_/\_/*\. >\)\}\ .

My o+

Figura 3: Diagrama de Transiciones

Bajo condiciones de estado estable, para n > 0, las tasas esperadas de flujo de entrada
y salida del estado n deben ser iguales. Con base en el hecho que el estado n sélo puede
cambiar a los estados n — 1 y n + 1, se obtiene:
Tasa de entrada al estado n = A\, _1pn_1 + fnr1Pni1

Por otra parte,
Tasa de salida de estado n = (A, + fin)pn

Al igualar estas dos tltimas expresiones, se obtiene la siguiente ecuacion de balance:
)\n—lpn—l + HUn+1Pn+1 = ()\n + ”n)pnv n = 17 2a
En la figura 3, se puede observar que la ecuacién de balance asociada a n = 0 es

AoPo = fp1

De ésta ultima expresion podemos despejar p; obteniendo:

Pr=1\|—1]Do
M1

Las ecuaciones de balance se resuelven recursivamente en funcion de py.

Para n = 1 se tiene:
Aopo + pepe = (M + p1)pr

De la tltima expresion se puede sustituir el valor conocido para p; y luego se despeja
P2 v se tiene:
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A
Xopo + pepe = (A1 + 1) <M_(1)) Do

Ao
Aopo + pope = ( 0 1+>\0)P0

M1
Ao
Hops = ( 0 +>\o) Po — AoDo
M1
Hop2 = Po
M1

(o)
P2 = Po
a2

En general, se puede demostrar por induccién que p,, queda determinado de la siguiente

manera:
AOAL - A

e (e, 8
Hifho - e

Como p,, es una funcién de distribucion de probabilidad, se cumplird la siguiente rela-

cion:

Con ésta ultima ecuacion, se puede deducir el valor de py.

Una vez definida p,, se pueden deducir el resto de medidas de desempeno. Recuerde que
el sistema abarca tanto a la cola como a la instalaciéon de servicio. Ahora se indicara como
se deducen (en forma directa o indirecta) esas medidas a partir de la probabilidad p,, de
estado estable de que haya n en el sistema. En forma especifica:

L, = Z NPn (2)
n=1

(e 9]

L= Y (n—cpa (3)

n=c+1

Ahora, también se puede relacionar L, con Wy y también L, con W,. Estas relaciones,
se llaman relaciones de Little y son las siguientes:

Ly = Xy W, (4)

Lq = )‘equ (5)

En estas ecuaciones, el pardmetro A s es la tasa efectivade llegada al sistema, ya que
en algunos casos, un cliente llega al sistema y no significa que automaticamente pasa a ser
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parte de la cola.

También hay una relacién directa entre Wy y Wy, ya que:

Tiempo de espera en el sistema = Tiempo de espera en la cola+Tiempo de espera en el servicio

Esto se traduce en términos matematicos:
1
Wy =W, + ; (6)

Multiplicando la ultima ecuacién por A,y se obtiene:

Aef

Ly=1L,+

Por definicion, la diferencia entre la cantidad promedio en el sistema, L, y la cantidad
promedio en la cola, L,, debe ser igual a la cantidad promedio de servidores ocupados, c.
Entonces,

c=L,—L,= (7)

7.2. Diagnéstico del Sistema y Modelo Preliminar

En la Unidad de Colecturia de la UGB, brindan servicio dos cajeras y la fila de espera
es Unica. También, el servicio es de tipo PLPS, por lo cual, en nuestro caso particular, se
propone un modelo del tipo M /M /2 con el desarrollo de todas sus variables de interés y
desempeno.

7.3. Analisis Estadistico
7.3.1. Poblaciéon de Estudio y Muestra

Para poder desarrollar el modelo propuesto, es necesario tomar informacion directa de
la poblacién de estudio, en este caso, se desea medir el tiempo promedio de llegada de
los clientes \,, y también la frecuencia de salida (el promedio de tiempo de asistencia) del
sistema u,. Para poder recolectar esta informacién, se debe fijar la poblacion y determi-
nar un tamano de muestra vélido para garantizar que el modelo sea lo mas apegado a la
realidad posible.

Con informacion brindada por la jefa de la Unidad de Colecturia, se tiene que en los
dias de saturacion, se atienden en promedio alrededor de 500 estudiantes. Asi que, la po-

blaciéon que se toma como base es de 500.

Con esto, se calcula el tamano de la muestra mediante la siguiente formula:




20

N.Z%. g?
(N—1)-e24 2202

n =

donde:
n = Tamano de la muestra que se desea calcular.
N = Tamano de la poblacion.
7/ = Valor critico asociado al nivel de confianza.
o = Desviacion estandar de la poblacion.
e = Error muestral.

Para nuestro caso en especifico, se tiene:
N =500
Z = 1.96, Para un nivel de confianza del 95 %.
o = 0.5, Desviacién estimada, ya que se desconoce su valor exacto para la poblacion.
e = 6 %, Error muestral tomado a conveniencia.

De esta forma, se tiene:

500(1.96)2(0.5)>
(500 — 1)(0.06)2 + (1.96)2(0.5)2
500(3.8416)(0.25)

499(0.0036) + (3.8416)(0.25)
480.2

2.7568
~ 174.19

Un valor aproximado para el tamano de la muestra es de 174, pero por conveniencia,
se tomara una muestra de 200 para capturar la informacién necesitada.

Con este tamano de muestra se hicieron las observaciones para obtener los tiempos de
llegada y de salida en el sistema.(Se adjunta el instrumento de medicién en anexos).

7.4. Definicion y Analisis del Modelo
7.4.1. Calculo de medidas de Desempeno

Con la informacién obtenida, se aplicé una prueba estadistica de bondad de ajuste para
determinar que tipo de distribucion probabilistica seguian los datos, con lo cual se veri-
ficé que los datos siguen una distribucién de Poisson. Se recomienda la lectura de [5, 6]

Por otra parte, con la tabulacién y analisis estadistico de los datos se obtuvo un pro-
medio para los tiempos de llegada de los estudiantes de:

An = 1.17 clientes/minuto
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Y un tiempo promedio de atencién en el sistema por los servidores de:
i, = 3.045 clientes/minuto

Como se puede observar a primera instancia, el tiempo de servicio es mayor al tiempo
de llegada, por la tanto existird una saturacion en el sistema.

Al pasar los valores de A\, y 1, a una medicién por hora se tiene:

An = 60/1.17 = 51.282 clientes/hora

i, = 60/3.045 = 19.7 clientes/hora
De esta forma, la congestion o saturacion del sistema estara dada por:
A 51.282
cop o 2(19.7)

Este valor de saturacion, significa que el sistema esta sobresaturado, ya que se le exige
trabajar a un 130 % de su capacidad, lo cuél de entrada no es conveniente.

= 1.301573604

p:

Ya que en nuestro caso tenemos que p > 1, no es posible usar el modelo general de
teoria de colas convencional, lo que nos obliga a usar un modelo especializado. Con el
nuevo modelo se limitara el valor maximo posible de admisiones en el sistema. En nuestro
caso, el valor maximo de personas en el sistema se estima de 50.

7.4.2. Modelo Ajustado

Para ajustar el modelo se utiliza la siguiente notacién:

(a/b/c) : (d/e/[)
donde:
a = Distribucién de las llegadas.
b =Distribucién de las salidas (o del tiempo de servicio).
¢ = Cantidad de servidores en paralelo.
d = Disciplina de la cola. e = Cantidad méxima admisible en el sistema.
f = Tamano de la fuente o poblacion.

De esta forma, el modelo especializado para nuestro caso de estudio sera:

(M/M/2) : (DG /50/00)

Lo que implica que la tasa de llegada y de salida siguen una distribucién exponencial
(ya probado estadisticamente), hay dos servidores, la disciplina de la linea de espera es
general, el limite maximo de personas en atencién es de 50 y fuente de llegada puede
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considerarse muy grande (se aproxima a infinito).

De igual forma, se definen los valores para A, y u, como sigue:

An = 60/1.17 = 51.282 clientes/hora

n, = 60/3.045 = 19.7 clientes/hora

Con estos datos, se procede a determinar las medidas de desempeno mediante TORA

(se remienda la lectura de [1]), obteniendo los siguientes resultados:

Lambda =

Lambda eff =

Ls= 46,
Ws = 1.

n

[ =]

0 oo~ O b L B —

Figura 4: Resultado en TORA para medidas de desempeno del sistema

Con estos datos, podemos analizar de forma directa las medidas de desempeno.

51.28000
39.39998

68359
18486

Mu = 19.70000
Rhoic = 1.30152
lg= 44.68359
Wg= 1.13410

Probability, pn Cumulative, Pn

0.00000

0.00000
0.00000
0.00000
0.00000
0.00000

0.00000
0.00000
0.00000
0.00000
0.00001

0.00001
0.00001
0.00001
0.00002
0.00002

0.00003
0.00004
0.00005
0.00007
0.000089

0.00011
0.00014
0.00019
0.00024
0.00032

0.00000

0.00000
0.00000
0.00000
0.00000
0.00001

0.00001
0.000M
0.00001
0.00002
0.00002

0.00003
0.00004
0.00006
0.00007
0.00010

0.00013
0.0007
0.00022
0.00028
0.00037

0.00048
0.00062
0.00081
0.00106
0.00137

n

Probability, pn  Cumulative, Pn

0.00041

0.00054
0.00070
0.00091
0.00115
0.00155

0.00202
0.00263
0.00342
0.00445
0.00579

0.00753
0.00981
0.01276
0.01661
0.02162

0.02814
0.03662
0.04766
0.06203
0.08074

0.10308
0.13676
0.17800
0.23167

0.00179

0.00233
0.00303
0.00385
0.00514
0.00669

0.00871
0.01133
0.01475
0.01919
0.02498

0.03252
0.04232
0.05508
0.07169
00833

0.12145
0.15806
0.20572
0.26776
034849

0.45357
0.59033
0.76833
1.00000




23

7.4.3. Analisis de las Medidas de Desempeno del Modelo Ajustado

Las variables de interés que describen el comportamiento y la eficiencia general del
sistema se presentan a continuacién:

p : La saturacién del sistema es aproximadamente de 130 %, por lo cual el tiempo
de atencion a los estudiantes crece exponencialmente. Esto se debe a que el sistema
sobrepasa su capacidad en un 30 %. Cabe mencionar, que esto ocurre solamente en
las fechas de pago para inscripcién de materias al inicio de cada ciclo lectivo.

Aes © La frecuencia efectiva de entrada al sistema es de aproximadamente 39.4 % lo
que indica que no se atiende a un 60.6 % de la poblacién general.

L, : Indica que en el sistema habra un promedio de 46.7 estudiantes de los 50 posibles
para atender.

L, : Indica que haciendo fila existird un promedio de 44.7 personas. Lo que tiene
sentido, ya que en la fila habran 44.7 y en los servidores 2, al sumar 44.74+2 da como
resultado el promedio esperado de personas en el sistema.

W : Indica el tiempo que en promedio debe esperar un estudiante en el sistema, desde
que entra a la fila hasta que sale del servicio. Este valor, segtin la tabla corresponde a
1.18486, que en realidad es una medida en términos de horas, ya que nuestra unidad
de medida es clientes/hora. De esta forma, al hacer la conversién a minutos, se
tiene que 1.18486 horas en minutos es aproximadamente 71. Es decir que el tiempo
promedio de espera en la colecturia es de 1 hora con 11 minutos.

W, : Esta variable nos indica el tiempo promedio de espera en la cola, antes de
ser atendidos. Este valor corresponde a 1.1341 horas . Al realizar esta conversion a
minutos, se tiene que en la cola se espera un aproximado de 1 hora con 8 minutos.

pn - Nos indica la distribuciéon de probabilidad para el niimero de personas posibles
en el sistema en un momento dado. Observe que para n de 0 a 10 su respectiva
probabilidad es cero, por lo tanto se puede inferir que el sistema nunca estaria vacio
bajo estas condiciones, ya que habran siempre en el sistema al menos diez personas.
Por otra parte, el valor donde la probabilidad se vuelve mas alta es para n = 50,
esto indica que generalmente el sistema se encontrard totalmente lleno al limite de
su capacidad.

Con la descripcion e interpretacion de estas variables, se concluye con el andlisis y
desempeno del sistema.

De manera preliminar, se puede inferir que el sistema esta sobresaturado y no da abasto
a la poblacién estudiantil en las fechas de mayor demanda.
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8. Desarrollo de la Simulacion

8.1. Simulacion del Sistema bajo el Modelo Ajustado

De entrada, se establece que se usara una herramienta de software para la construccién
y analisis de las simulaciones. El software que se utilizara en este caso es Promodel Student
2016, versién 9.3 (se recomienda la lectura de [7]), el cuél tiene dentro de sus ventajas,
que es de libre uso.

Para poder desarrollar una simulacion en Promodel Student, hay que tener en cuenta
lo siguiente:

1. Los elementos que componen el modelo han de ser perfectamente definidos, libres
de ambigiiedades, ya que el programa antes de hacer la simulaciéon comprueba la
definicion y correccion del modelo.

2. El modelo debe contener al menos los siguientes elementos:
Locaciones.

Entidades.

Arribos.

Procesos.

La simulacién en Promodel, no es mas que la visualizacion en un entorno gréafico de
las relaciones entre los elementos del sistema siguiendo una légica definida.

En nuestro caso en especifico, se considera lo siguiente:

= Locaciones: Se consideran dos locaciones para el modelos, las cuales seran la fila
de espera y los servidores de atencion, en este caso las dos cajas de colecturia. La
configuracion de las locaciones en Promodel se muestra en la figura 5. También
observe que se agregd una escala y un contador para la fila de espera, con el objetivo
de poder visualizar la saturacion en el sistema, de igual forma se agregé un contador
para ver el numero de clientes que se atienden en las cajas.

» Entidades: Solamente los estudiantes que llegan a hacer el proceso a colecturia.

= Arribos: En este caso, los arribos se definen por los estudiantes, con una frecuencia

de llegada de 1.17 minutos. Puede observar la configuracién de los arribos en la figura
6.

= Procesos: Se definen dos procesos, el primero pasar de la fila de espera a las cajas de
atencién y el segundo pasar de la caja de atencién a la salida del sistema. El tiempo
en la caja se configura en una espera promedio de 3.045 minutos. Puede observar la
configuracion de los procesos en la figura 7.
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Figura 5: Configuracion de Locaciones del modelo.
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Figura 6: Configuracion de llegada de los estudiantes.
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Figura 7: Configuracion de los procesos.
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Figura 8: Simulacion en proceso del sistema.

Con estas configuraciones se hace la simulacion, la cual se puede observar su corrida
en la figura 8.

Al finalizar la simulacién, el programa muestra el mensaje de la figura 9. Lo que
indica que el sistema rechaza algunas de las entradas o arribos de estudiantes, ya que
esta sobresaturado y sobre pasa su capacidad.

Simulacién Completa

¢Quieres ver los resultados?
(NOTA: Hubieron arribos fallidos de entidad
debido a falta de capacidad)

S we

Figura 9: Mensaje al finalizar la simulacion.

Al ver los resultados de la simulacién se obtienen los datos que se muestran en la figura
10.

Es necesario tomar en cuenta que el modelo se procesa bajo la condicién que el sistema
funciona a una capacidad del 100 % (méximo admisible para procesar en el programa),
aunque de la fase de analisis se sabe que el modelo sobrepasa su capacidad. Se procede a
analizar los datos de los resultados de la siguiente manera:

s Cuadro Entidad-Estados: Este cuadro indica el porcentaje de estudiantes en el
sistema en relacién a la actividad que desarrollan. Se observa que cerca del 91 % de
los estudiantes en el sistema se encuentran en espera para ser atendidos. Existe cerca
de un 6 % que se encuentran en atencion y el porcentaje restante son los rechazados
ya que sobrepasan la capacidad.

» Cuadro de Indicadores: En este cuadro se muestra que un estudiante en promedio
se tarda 55.77 minutos en la fila de espera y se tarda en promedio 3.34 minutos en la
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Figura 10: Resultados de la simulacion

atencién. Esto en base a una saturacién del 100 %. Es decir que el tiempo promedio
total en el sistema es de 55.77 4+ 3.34 = 59.11 minutos.

= Cuadro de Capacidad Individual: Esta grafica nos muestra el porcentaje de
ocupacién de las cajas, se observa que las cajas se encuentran ocupadas al 100 %.

= Cuadro Multiple Capacity: Este cuadro nos muestra que tan lleno se encuentra el
sistema. Observe que el sistema no se encuentra vacio nunca. En un 70 % se encuentra
ocupado y en un 30 % se encuentra completamente lleno a su méxima capacidad.

Estos datos de la simulacién, reafirman el andlisis hecho en la fase previa. En la siguiente
seccion, se simularan multiples escenarios con modificaciones a las variables del sistema,
con el objeto de determinar el desempeno del sistema bajo condiciones diferentes.

8.2. Simulacién del Sistema en Miiltiples Escenarios

Para poder ver de forma directa las modificaciones al sistema en base a las modifi-
caciones de sus variables, se realizan diversas simulaciones en escenarios diferentes, esto
con el afan de observar el comportamiento del sistema e inferir una solucién 6ptima para
tiempos y costos del sistema.

En primer lugar, si se quiere mejorar los tiempos de atencion, la solucién mas inmedia-
ta es agregar mas servidores al sistema. Para ello, se analizan las medidas de desempeno
del sistema bajo modificaciones a la variable c.
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8.2.1. Funcionamiento del Sistema con 3 servidores

En la figura 11, se muestran los resultados de TORA para el sistema en base a tres
servidores, es decir, se le agrega un servidor mas al sistema y se analiza su comportamiento.
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Figura 11: Desempeno del sistema con tres servidores

se observa que el sistema sufre una modificacion bastante grande en su desempeno. Al

analizar estos datos, se obtiene que:

» p: La saturacién del sistema es aproximadamente de 86.8 %, lo que implica que con
tres servidores el sistema se vuelve eficiente.

» )\ : La frecuencia efectiva es igual a la de entrada, lo que implica que se atiende a

toda la poblacion.
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= [, : Indica que en el sistema habra un promedio de 7.59 estudiantes. La cudl es una
diferencia significativa con relacién al sistema con dos servidores que en promedio

tenia 46.7.

» L, : Este valor muestra que en promedio habrd un aproximado de 5 personas en la

fila.

» IV, : La tabla nos da un valor de 0.148, al multiplicarlo por 60 se obtiene un apro-
ximado de 8.9 minutos de espera en el sistema.

» W, : La tabla muestra un valor de 0.067 que al traducirlo en minutos se tiene que
en la fila un estudiante se tardara en promedio 5.82 minutos.

Por otra parte, también se realiza la simulacién del modelo con tres servidores en Pro-
model, obteniendo los resultados que se muestran en la figura 12. Estos resultados, nos
reafirman el hecho de que el sistema se vuelve eficiente con tres servidores.
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Figura 12: Resultados de simulacién del sistema con tres servidores

Observe que, segin las graficas de la figura 12, el sistema se mantiene en operacién
el 100 % del tiempo pero no se acumulan esperas. También en la simulacién el tiempo de
espera se reduce a 3.34 minutos para todo el sistema, observe que las cajas estan ocupadas
aproximadamente un 86 % (lo cual equivale a p del anélisis matemadtico). Por ultimo se
observa que el sistema pasa vacio o disponible para atencién un 75 % y permanece ocupado
un 25 %. Observe que el sistema no se satura ni se llena.
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8.2.2. Funcionamiento del sistema para 4 servidores

En la figura 13, se muestran los resultados en TORA para el andlisis del sistema con

4 servidores.

Lambda =

Lambda eff =

51.28000
51.28000

Ls = 3.26548
Ws = 0.06268

n

Figura 13: Desempeno del sistema con cuatro servidores
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Con estos datos, se observa que la tasa efectiva es igual a lambda. Se tiene que la
saturacion del sistema es de un 65 %. En promedio habran 3.27 estudiantes en el sistema
y en la cola en promedio habran 0.66 estudiantes, es decir, con 4 servidores el sistema
generalmente pasard vacio. Haciendo las conversiones a minutos para W, y W, se obtiene
que en promedio un estudiante se tarda 3.84 minutos en el sistema, y en la fila de espera
se tarda un promedio de 0.78 minutos.

Los resultados para la simulacién en Promodel para 4 servidores se muestran en la
figura 14. Observe que, segun las gréficas, el cajero 4 pasa inactivo el 100 % de su tiempo,
esto nos indica que practicamente no se necesita un cuarto cajero, ya que el modelo es
eficiente con tres cajeros.
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Figura 14: Resultados de simulacion del sistema con cuatro servidores

9. Desarrollo de la Optimizacion

Esta seccién se ocupa de brindar una solucién 6ptima al sistema. La motivacion prin-
cipal es volver eficiente al sistema con el menor costo posible. Matematicamente, esto
significa minimizar el tiempo de atencion y minimizar los costos de contratacion de per-
sonal para atender a los estudiantes. Se recomienda la lectura de [§].

En este punto, se tiene bastante informacién de peso que permite tomar una decision
fundamentada en los resultados obtenidos en la seccién anterior. Para los costos de servicio,
se calcula (en base al salario de un servidor) que el costo por servicio por cada servidor es
de $0.02 por minuto. Es decir que el costo délares por minutos estard dado por:

S(c) = 0.02¢

donde ¢, es el nimero de cajeros brindando el servicio.

Para observar como se comporta el tiempo de servicio, es evidente que entre mas servi-
dores, el tiempo de servicio disminuye, asi que en vez de analizar directamente el tiempo,
analizaremos la pérdida del sistema en base a sus servidores.

Se establece (de forma logica), que el nivel 6ptimo para la eficiencia del sistema es del
100 %. Y se define que la pérdida se medird mediante la siguiente férmula:
e =| p(c) — 100 |

donde, ¢ define la pérdida del sistema en funcién de la saturacion del sistema que de-
pende de la cantidad de servidores.
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Después de observar los resultados matematicos y los resultados de las simulaciones
para diferentes escenarios del sistema, se muestran en la figura 15, los resultados matemati-
cos en TORA para 2, 3 y 4 servidores.

Scenario c Lambda Mu L'da eff p0 Ls Lg Ws Wy
1 2 5128000 19.70000 3939998 0.00000 46.68359 4468359 1.18486 1.13410
2 3 51.28000 19.70000 51.28000  0.03424 7.59100 4.98796 0.14803 0.09727
3 4  51.28000 19.70000 51.28000 0.06490 3.26548 0.66243 0.06368 0.01292

Figura 15: Comparacion del sistema para diferentes servidores

Ademas, al conocer el valor de p para ¢ = 1,2 y 3 podemos calcular el costo por servi-
dor y su respectiva pérdida, lo cual se muestra en la tabla 16.

Niimero de . 2

2 5(2) = 0.04 dolar por minuto e =|130 —100| = 30
= |86.7 — 100| = 13.3

3 S(3) = 0.06dolar por minuto e=| !

4 S(4) = 0.08 dolar por minuto £=|65—100| =35

Figura 16: Comparacion costo-pérdida del sistema

Al graficar los datos, el costo versus la pérdida, se obtiene la siguiente gréafica de la
figura 17. Con esto se garantiza, que la pérdida se minimiza cuando el costo es de 0.06, es
decir que el punto optimo se da cuando el nimero de servidores es 3.
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10.

Pérdida

Figura 17: Gréfica de Costo versus Pérdida

Resultados

Con el desarrollo de la fase de andlisis y de simulacion se obtuvieron los siguientes

resultados:

a.

En primera instancia se comprobd que los datos que se tomaron para la muestra
de tamano 200 (medicién de tiempos de llegada y tiempos de atencién del sistema
de colecturia UGB), siguen una distribucién de Poisson, cumpliendo las condiciones
necesarias para analizar el modelo en funcién de una distribucién de Markov.

El modelo de andlisis matematico basado en teoria de colas, que mejor se ajus-
ta al sistema de Colecturia UGB, sede San Miguel, es el modelo especializado
(M/M/2) : (DG/50/00). En el cual se establece que las disciplina de llegada y
de salida del sistema sigue una distribucién de Markov (o de Poisson) (o lo que es
igual, distribucién exponencial del tiempo entre llegadas o tiempo de servicio), en el
sistema funcionan dos servidores, se establece una disciplina general para la fila de
espera, un limite de atencion dentro de colecturia de 50 estudiantes y la poblacion
o fuente se considera infinita.

. Bajo el analisis de las medidas de desempeno del sistema a través del modelo, se

determina que el sistema de colecturia se encuentra saturado en las fechas especificas
en las que se hace la medicién de datos. La saturacién del sistema es de p = 130 %,
el promedio de llegada de los estudiantes es de A\, = 51.28 estudiantes por hora y el
promedio de atenciéon a los estudiantes por parte de los servidores es de u,, = 19.7
por hora. En el sistema habrda un promedio de 46.7 estudiantes. Y el tiempo de
espera promedio para un estudiante serd de 1 hora con 11 minutos segin el modelo
matematico y de 59.11 minutos segun la simulacién. La colecturia pasara ocupada
en un 70 %, completamente llena en un 30 % y nunca vacio.
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d. Después de analizar el sistema mediante anélisis matematico y mediante simulaciones
de escenarios diferentes, el proceso de optimizaciéon muestra que el desempeno éptimo
del sistema se logra cuando se trabaja con tres cajeros. Es decir, cuando el niimero
de cajeros en el sistema es igual a tres, el sistema se vuelve eficiente, se minimiza la
pérdida y bajo reduccién aceptable en los costos de servicio.
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11. Conclusiones y Recomendaciones

Después de desarrollar el analisis, simulacion y optimizacion del sistema del colecturia
UGB, se plantea lo siguiente:

a. Es de tomar en cuenta que el andlisis de la colecturia UGB se realiz6 en fechas dénde
la afluencia de estudiantes es mayor, es decir el modelo se analiza en condiciones de
maxima afluencia de clientes.

Por lo cual, la saturacion del sistema no es permanente, sino que es temporal. Por este
motivo, no se recomienda contratar de manera directa otro cajero para colecturia,
mas bien se recomienda que en las fechas especificas de saturacion, se pida el apoyo
por parte de la Unidad Financiera, para la apertura temporal de otro servidor, es
decir, abrir una nueva caja de atenciéon con una persona que brinde servicios de
manera temporal, lo cual, permitira volver el sistema mas eficiente.

b. Si bien es cierto, el desarrollo del proyecto se centra en un sistema bien definido y
delimitado, el proceso que se desarrolla en la investigacion se puede replicar y aplicar
para el analisis de cualquier otro sistema de la misma naturaleza. Justamente esa
replicabilidad hace interesante el analisis de modelos de este tipo, ya que se puede
aplicar el mismo proceso aqui descrito a otros niveles, por ejemplo, se puede analizar
el sistema de administracién académica, o se puede aplicar a otros sistemas dentro
del &mbito de servicios, como el sistema de espera y servicio en un restaurante o filas
de espera en un supermercado.

c. Los modelos que se plantean a través de la teoria de colas y los procesos de simula-
cion, tienen como finalidad tdltima mejorar los servicios de atencién en una entidad
especifica. El objeto de todo esto, es brindar herramientas formales en la toma de
decisiones, es decir, dejar de tomar decisiones al lzbre albitrio o por simples juicios
de valor y por el contrario, cientifizar los procesos dentro de un sistema y tomar las
decisiones en base a criterios de informacién cientifica. Es por ello, que se recomienda
ampliamente la utilizacion y aplicacion de estas teorias en otros sistemas, con el afan
de volver las instituciones en general, mas eficaces y eficientes.
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13.

13.1.

Anexos

Instrumento de Medicion

Universidad Gerardo Barrios
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Detalles de medicion de tiempos de llegada y atencién de usuarios en Colecturia UGB San
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13.2.

Instalaciones de Colecturia UGB, San Miguel
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